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A function s € C"[«, B] is called a rational spline, if s is positive, and if there
exist knots o = Xp < X3 < *** << Xmy1 = B such that the restrictions s | [x,, x,.1]
are rational functions with nth-degree numerator and linear denominator. Let
Snxlo, B] be the set of rational splines having at most k& knots, and let S,.[x, 8]
be its closure with respect to the topology of uniform convergence. It is shown
that, for each fe Clx, Bl, there exists a best approximation s* €S,;[«, 8] (in the
Chebyshev sense). The splines belonging to S,.[¢, B\Snxl«, B] are characterized
explicitly: They consist of rational functions, too, but have multiple knots, the
number of which is bounded by £, if counted multiply. However, in contrast
to polynomial splines, at most threefold knots occur. Finally, some results on
the existence of best smooth approximations in case n = 2 are reported.

1. EINLEITUNG

Sei me N und J ein beliebiges Intervall. Mit R,,(J) wird die Menge der
rationalen Funktionen mit Z&hlergrad <{m und Nennergrad <1 bezeichnet,
deren Nenner im Intervall J nicht verschwindet und deren m-te Ableitung in
J nicht negativ ist:

R.N={r:r=plg.peBm,qeP,,q(t) * 0und r™(t) = 0 fiir alle t € J}.

Eine Funktion r € R,,(J) heiBt ausgeartet, wenn sie zu ,,_, gehort, andern-
falls heiB3t sie reguldr. Ist r reguldr, so gilt r™(¢) > 0 fiir alle ¢ € J, denn r‘™
hat die Form a/(b + ct)™+1. Sei R,(J) die Menge der reguliren Funktionen
aus R,.(J).

Im folgenden sei n € N, n > 2, fest gewihlt. Mit S, (x, , X, ,..., Xp,) Werde
die folgende Menge rationaler Splines mit festen Knoten x, < x; < -+ <
X341 bezeichnet:

SulXg 5 X1 yeees X)) = {81 5€ Cxy, X},
$[x;5 5 Xj4a] € Rulxs, Xj44], 0 <J < kb
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Schaback [5] , Werner [10] und Braess und Werner [3] benutzten Splines
aus Sy(X, , X1 ..., Xx41) Zur Interpolation bzw. Approximation. Allgemeinere
nichtlineare Splines wurden von Schaback [6] und Arndt [1] zur Interpolation
und von Runge [4] und Werner [11] zur Lésung von Anfangswertproblemen
bei gewdhnlichen Differentialgleichungen herangezogen.

Gegenstand dieser Arbeit ist die Tschebyscheff-Approximation mit
Funktionen aus der Menge

Snk(l) = U Sn(xo » X1 5eens xk+l);

A= Ly Ly o 0o <y =B

dabei sei I = [«, f] ein kompaktes Intervall. S,,(I) enthilt also rationale
Splines mit positiver n-ter Ableitung und (hochstens) k& freien Knoten. Da
Sn(I) in C(I) nicht abgeschlossen ist beziiglich der Topologie der gleich-
miBigen Konvergenz (z.B. liegt /= 0 nicht in S,,,(1), wohl aber im Rand von
Sni()), muB man zur Approximation den AbschluB S,,,(1) zulassen. Es wird
gezeigt, daB zu jedem fe C(I) eine beste Approximation in S,,(/) existiert.
AuBerdem werden die zu S,,(I\S,(I) gehérenden Funktionen explizit
charakterisiert: Sie bestehen stiickweise aus rationalen Funktionen, die auch
ausgeartet sein konnen. Im Gegensatz zu polynomialen Splines treten bei
rationalen Splines jedoch hochstens dreifache Knoten auf. Die Vielfachheit
eines Knotens richtet sich nicht nur nach der Differenzierbarkeit der Verhef-
tung, sondern auch nach der Ausartung der angrenzenden Teilfunktionen.
Die Knotenzahl der Splines aus S,,({) ist durch k beschrinkt, wenn man die
Knoten entsprechend ihrer Vielfachheit und innere, ausgeartete Teilfunk-
tionen wie einfache Knoten zdhlt. AbschlieBend wird iiber die Existenz bester
differenzierbarer Approximationen berichtet.

2. DER ABSCHLUSS VON §,,(I) UND DIE EXISTENZ BESTER APPROXIMATIONEN

Sei I = [o, B], & < B, ein kompaktes Intervall. Im folgenden heifit eine
Funktion s € C*~%(I) rationaler Spline iiber 7, wenn s~ schwach konvex ist
und wenn es eine Zerlegung von / der Form a = x, < x; < =+ < Xppyy = B
gibt mit

sIx;, x4l € Rulx; , x40, 0

5 |[%j1 5 X511 # Rn[x,’i—l > X5l 1
(Im Falle m = 0 ist die zweite Bedingung wegzulassen.) Die dadurch ein-
deutig bestimmten Punkte x, ,..., x,, heilen Knoten von s.

Sei s ein rationaler Spline iiber 7 mit Knoten a0 = x5 << xy << " < Xpyq =
B, und sei I; = [x;_; , x;].
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Das Teilintervall I; heiBt Ausartungsintervall von s, wenn s|I; aus-
geartet ist; es heift inneres Ausartungsintervall von s, wenn zusitzlich
I, C [xy, xp] gilt.

Ein Knoten x; von s heifit

—Knoten i-ter Art (1 < i < 3), wenn
§11; U Iy € CH3(L U L \C™ (1 U I y) gilt;

—Ilinks (bzw. rechts) ausgeartet, wenn s | I; ausgeartet und s | I, reguldr
(bzw. s | I; reguldr und s | I;,, ausgeartet) ist;

—reguldr (bzw. beidseitig ausgeartet), wenn s|/; und s| I, reguldr
(bzw. ausgeartet) sind.

Ein links ausgearteter oder rechts ausgearteter Knoten wird auch einseitig
ausgeartet genannt.
Ein Knoten heift

—einfach, wenn er ein

beidseitig ausgearteter Knoten 1. Art oder ein
einseitig ausgearteter Knoten 2. Art oder ein
reguldrer Knoten 3. Art ist;

—zweifach, wenn er ein

einseitig ausgearteter Knoten 1. Art oder ein
reguldrer Knoten 2. Art ist;

—dreifach, wenn er ein
reguldrer Knoten 1. Art ist.

TABELLE 1

Die Einteilung der Knotentypen rationaler Splines im Falle n = 2
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Die Griinde fiir diese Einteilung werden spéter sichtbar. Tabelle I ver-
anschaulicht die Einteilung im Falle n = 2.
Fiir x € I sei V(x, s) die Vielfachheit von x als Knoten von s:

V(x,s) =i, falls x ein i-facher Knoten von s ist (1 < i < 3),

=0, falls x kein Knoten von s ist.

Ferner sei A(s) die Anzahl der inneren Ausartungsintervalle von s. Die durch
s eindeutig bestimmte Zahl

ord(s) = A(s) + Y V(x,s)

zel

heiBt Ordnung von s. Es wird sich zeigen, daB ord(s) als die eigentliche
Knotenzahl von s angesechen werden mufl. Man beachte, dal innere Aus-
artungsintervalle wie einfache Knoten gezihlt werden. Sei S,,(I) die Menge
der rationalen Splines iiber I, deren Ordnung k nicht iiberschreitet:

S.i(I) = {s : sist rationaler Spline iiber I mit ord(s) < k}.

Da Splines aus S, () hochstens k reguldre, einfache Knoten besitzen, gilt
SuilD) C SpD).

Wie iiblich heiBt eine Folge in C(e, B) kompakt konvergent, wenn sie auf
jedem kompakten Teilintervall von («, B) gleichmiBig konvergiert.

Die beiden folgenden Sitze haben zentrale Bedeutung:

SATz 1. Jede gleichmdifig beschrinkte Folge in S, (I) enthilt eine Teil-
folge, die kompakt gegen ein s € S, (I) konvergiert.

SATZ 2. Zu jedem s S, {I) gibt es eine Folge in S, (I), die gleichmipfig
gegen s konvergiert.

Zunichst sollen einige Folgerungen aus diesen beiden Sdtzen gezogen
werden:

Aus Satz 1 folgt §,.(I) C S,..(I), wihrend Satz 2 umgekehrt S,,,(I) C S,.(I)
liefert; dabei sei S,,(I) der AbschluB von $,,,(I) beziiglich der Topologie der
gleichmédBigen Konvergenz. Also hat man:

KOROLLAR 3. Es gilt §,,(I) = S,.(I).

Damit ist eine explizite Charakterisierung von §,,(I) erreicht.
Ist I’ ein kompaktes Intervall und g € C(I"), so bezeichne

lgllr =sup{ig(t):tel}
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die Tschebyscheff-Norm von g. Wie iiblich heiBt s* €S, (I) eine beste
Approximation zu f'e C(I), wenn

If—=s*ly = inf |If— sl

568 (D)

erfiillt ist. Nach Satz 1 und Korollar 3 enthilt jede gleichmiBig beschrinkte
Folge in S,,(7) eine Teilfolge, die kompakt gegen ein s € S,,,(I) konvergiert.
Mit Standardschliissen erhilt man daraus den folgenden Existenzsatz:

SATZ 4. Jedes fe C(I) besitzt eine beste Approximation in §,,(I).

Der Rest dieses Abschnittes befaBit sich mit dem Nachweis der Sitze 1 und
2. Aus Platzgriinden konnen die Beweise einiger Hilfssitze nur angedeutet
werden.

LemMMA 5. Es sei I' =[o',B'], o’ <P, ein kompaktes Intervall und
{£,} C C™I' eine gleichmdfig beschrinkte Folge. Ferner wachse f'™ fiir jedes
v € N monoton. Dann gibt es zu jedem kompakten Teilintervall J von (o/, 8')
eine Konstante K(J) mit

L™, < KUY  firalle veN.

Zum Beweis schitzt man f{™ in dem kompakten Teilintervall J = [« + v,
B — 8] von (o', B’) durch geeignete Differenzenquotienten von fin [o’, o’ +
ylund [8" — 6, B'Tab. |

LeMMA 6. Es sei me N, m > 1. Ferner sei I' ein beschrinktes offenes
Intervall und { f,} C C™(I') eine Folge mit der Eigenschaft, daff zu jedem kom-
pakten Teilintervall J von I’ eine Konstante K(J) existiert mit

£ s 1, < K(J)  fiiralle veN. (1

Dann gilt:

(@) Fir jedes j€{0,....,m — 1} und fiir jedes kompakte Teilintervall J
von I' ist die Folge { {9 | J} gleichmdfig beschrinkt und gleichgradig stetig.

(b) Die Folge { f,} enthdlt eine kompakt konvergente Teilfolge.

(¢) Die Grenzfunktion jeder kompakt konvergenten Teilfolge von {f}
gehort zu C™YI").

Beweisskizze. Aussage (a) folgt mittels (1) aus einer Taylorentwicklung
von f. Die Aussagen (b) und (c) folgen aus (a) unter Verwendung des Satzes
von Arzela-Ascoli. |

Das folgende Lemma faBt einige Eigenschaften rationaler Funktionen mit
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linearem Nenner zusammen. Es kann mit Standardmethoden aus der Theorie
der rationalen Tschebyscheff-Approximation bewiesen werden:

LEMMA 7. Es sei I' = [o/, B'], " < B, ein kompaktes Intervall, 1" =
[o", B"], " < B’, ein Teilintervall von I' und I, = (o, , B,], v € N, eine Folge
von Intervallen mit lim I, = I' und 1" C I, fiir alle v € N. Ferner sei {r,} eine
Folge rationaler Funktionen mit r, € Ry(L,) und |1, |l < K fitr alle v e N, die
auf 1" gleichmdpig gegen ein f € C(I") konvergiert. Dann gilt:

(@) Es gibt genau einre R,(I'Ymitr | I" = f.
(b) Ist r regulir, so gilt

lim || r? — r?pny =0 fiiralle jeN,.

(c) Ist r ausgeartet, so existiert eine Teilfolge {¥,} von {r,} mit lim (o)
= 0 oder es existiert eine Teilfolge {£,} von {r,} mit lim 7{™(8)) = 0.

(d) Gilt lim r™(o) = 0, s0 folgt
lim | r? — r?Yap =0 firalle jeN,

fiir jedes kompakte Teilintervall J von [, B').
Gilt lim r{™(B,) = 0, so folgt

Hm[[r? — r?np =0 firalle jeN,

fiir jedes kompakte Teilintervall J von (o, f].

LemMma 8. Sei {s,} CS,.(I) eine gleichmipig beschrinkte Folge. Dann
gibt es einen rationalen Spline s iiber I und eine Teilfolge {5} von {s,}, die
kompakt gegen s konvergiert.

Beweis. Wegen s > 0 wéchst s{»~1) monoton. Nach Lemma 5 gibt es
7u jedem kompakten Teilintervall J von («, 8) eine Konstante K(J) mit
|| s, < K(J) fiir alle ve N. Also erfiillt die Folge {s,} die Vorausset-
zungen von Lemma 6 mit m = n — 1. Sie enthilt daher eine kompakt
konvergente Teilfolge {5,}. Es geniigt zu zeigen, daB die in («, 8) definierte
Grenzfunktion f = lim §, stetig auf 7 fortgesetzt werden kann und daB die
fortgesetzte Funktion ein rationaler Spline iiber 7 ist:

Seien a = x* < x; < *** < X, 1 = B die Knoten von §, . Nach Auswahl
einer Teilfolge kann konstante Knotenzahl p, = p und Konvergenz der
Knotenfolgen {xy}, {x,"},..., {x,,1} gegen Punkte o = x5 < x; < -+ < Xppq
= f angenommen werden. Mit Hilfe von Lemma 7(a) folgt, daB f stetig zu
einer Funktion se C(J) fortgesetzt werden kann und daf} ferner s|[x;,
X;01] € Ru[x; , x;,4] gilt fiir 0 < j <{ p. Nach Lemma 6(c) hat man s € C*~%(]).
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Da alle s*2 strikt konvex sind, ist s"*~? schwach konvex. Also ist s ein
rationaler Spline iiber 7. |

Bemerkung. Nach Lemma 8 konvergiert insbesondere jede gleichmiBig
konvergente Folge {s,} C 5,,(I) gegen einen rationalen Spline iiber 1.

Lemma 8 enthélt noch keine Aussage iiber die Ordnung der Grenz-
funktion. Diese kann mit Hilfe des folgenden Lemmas nach oben abgeschitzt
werden:

LEMMA 9. Esseil’ = [o, B'l, &' < B, ein kompaktes Intervall,

(@) Sei {s,} CS,(I') =R, (I') eine gegen s gleichmdpig konvergente
Folge. Dann gilt V(x, s} = O fiiralle xe I'.

(b) Sei{s,} CS,y(I\Su(I") eine gegen s gleichmdpig konvergente Folge.
Fiir die Knoten x* von s, gelte lim x* = x € («, 8). Dann ist V(x,s) < 1. Im
Falle lim s{"(x*) = 0 gilt sogar V(x,5) =0undseB,_, .

(c) Sei{s,} CSp(I")\Sni(l') eine gegen s gleichmdpig konvergente Folge.
Fiir die Knoten of <y < z> < B’ von s, gelte lim y* = lim 2 = x € («/, B).
Dann ist V(x, s) < 2. Im Falle lim s{"(y*) = 0 gilt sogar V(x, 5) < 1.

(d) Gegeben seien zwei Zahlen i, j €{1, 2} und eine gegen s gleichmipig
konvergente Folge {s,} C S, i1 {(I'\Sp,1+5_1(I"). Fiir die Knoten o/ < x,* < -+ <
Xi; < B vons, geltelim x =x fir |l <I<iwundlimxy =yfiri+1<
I<i+jmit of <x<y<B. Auferdem sei V(x,s) =i und V(y,s) =j.
Dann ist s |[x, y] reguldr.

Beweis. (a) Wegen s € R,(I') hat s keinen Knoten.

(b) Sei § =4min{x — o', —x} und J=('+ 8,8 —8). Fur
hinreichend groBe » werden durch §(t) = s,(t + x* — x), t € J, rationale
Splines §,€8,(c’ + 8, x, B’ — 8) definiert. Wegen der gleichgradigen
Stetigkeit der Folge {s,{J} gilt lim|ls, — §,ll, =0 und somit auch lim
s — §,1l; = 0. Also ist s | J Grenzfunktion einer gleichmaBig konvergenten
Folge rationaler Splines mit dem festen Knoten x. Ferner hat man §/"(x) =
s"(x”). Nun entnimmt man die Behauptungen von (b) dem Beweis zu
Satz 3.4 in [10]. (Der zitierte Beweis ist nur fiir den Fall n = 2 ausgefiihrt,
14Bt sich aber unmittelbar fiir beliebige #n >> 2 erweitern.)

(c) Aus dem Beweis zu (b) geht hervor, daB ohne Einschrinkung
y* = x fiir alle ve N vorausgesetzt werden kann. Angenommen, es sei
V(x, s} = 3. Dann muB x ein reguldrer Knoten 1. Art von s sein, insbesondere
gilt s ¢ C*YI). Nach Lemma 7(b) sind die Folgen {|| s lli» v} und
{ll 58 ||(v g7} beschrinkt. Aus der Monotonie von s¢™ |[y*, z*] folgt, daB dann
auch die Folge {|| s ||} beschrinkt ist. Nach Lemma 6(c) hat man daher
s € C*»}(I"), ein Widerspruch.
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Nun gelte lim s(3#) = 0. Aus Lemma 7(d) folgt, daB s][«, x] aus-
geartet ist. Angenommen, es sei V(x,s) = 2. Dann muB} x ein links aus-
gearteter Knoten 1. Art von s sein, insbesondere gilt s ¢ C*(I’). Ahnlich
wie soeben erkennt man mit Hilfe von Lemma 7(b) und (d), daB die Folge
{st*) im Intervall [(«' + x)/2, B'] gleichmidBig beschrinkt ist. Mittels
Lemma 6(c) ergibt sich wieder s € C*X(I'), ein Widerspruch.

(d) Angenommen, s |[x, y] sei ausgeartet. Wegen Lemma 7(c) kann
nach Auswahl einer Teilfolge lim s(x*) = 0 oder lim s{¥(3*) =0, aus
Symmetriegriinden lim s{"(y*) = 0 angenommen werden. Die bereits be-
wiesenen Aussagen (b) und (c) liefern nun V(y, s) <j, im Widerspruch zur
Voraussetzung. ||

Beweis von Satz1. Sei {s,} C S,(I) eine beschrinkte Folge. Nach
Lemma 8 enthilt {s,} eine Teilfolge {$,}, die kompakt gegen einen rationalen
Spline s iiber I konvergiert. Es bleibt ord(s) < k zu zeigen: Seien o < x;* <

<X, < B die Knoten §,. Nach Auswahl einer Teilfolge kann man
konstante Knotenzahl p, = p <k und konvergente Knotenfolgen {x;"}
annehmen. Ist x ein i-facher Knoten von s, so miissen nach Lemma 9(a-c)
mindestens i der Knotenfolgen {x;”} gegen x konvergieren. Lemma 9(d)
besagt, daB ein inneres Ausartungsintervall J von s hochstens dann entstehen
kann, wenn zusdtzlich mindestens eine weitere Knotenfolge gegen einen
Punkt aus J konvergiert. Also gilt

ord(s) = A() + Y V(x,s) <p <k. |

Der Beweis von Satz 2 erfordert zwei weitere Hilfssitze. Das folgende
Interpolationslemma beweist man leicht durch vollstindige Induktion iiber
die Zahl der Knoten:

LemMA 10. Gegeben seien Knoten x4 <Xy < +* << Xy, und reelle

Zahlen fi ..., fo_1 580 s-r 81 it g >0 fiir 0 < i < k + 1. Dann gibt es
genau ein 5 € Sp(Xg 5 Xy geues Xpyn) Mt

) =f;,  0<j<n—1,
S(r) =g, 0<j<k+ 1.

Das ndchste Lemma kann mit Hilfe von Korollar 5.4 in [1] bewiesen
werden:

Lemma 11. Sei [, B'), o' < B, ein kompaktes Intervall und re R,
[o, B'). Ferner sei My = (r (/)40 My = (r(B"))1/*»+1), Dann gilt

r(n—l)(ﬁl) . r(n—l)(ar) — (B’ . a’)/n i MOiMii-Fl—i-

i=1
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Im nun folgenden Beweis von Satz 2 wird eine Beweisidee von H. Arndt
auf freie Knoten iibertragen.

Beweis von Satz?2. Sei s€S,(I) mit den Knoten o = x, < x, < =+ <
Xmi1 = B, und sei p = ord(s). Durch volistindige Induktion iiber p wird
gezeigt: Es gibt eine Folge {s,} C S,,(I), die gleichmaBig gegen s konvergiert.

Induktionsanfang. Ist p =0, so hat s keinen Knoten und gehort daher
sogar zu R,(I). Die durch

sAt) = s(1), falls s € R,(I)
= 5(t) + v, falls se B, 4

definierte Folge {s,} gehort zu R, (I) = S,¢(I) und konvergiert gleichmiBig
gegen .

Induktionsshritt. Sei p > 0 und daher auch m > 0. Es werde x = x,,,
I =[a,x],]=(x,B], § =s{I und § = ord(§) gesetzt. Offenbar gilt § < p.
Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Folge {5} C Snﬁ(f), die gleich-
mifig gegen § konvergiert. Die gesuchten Splines s, werden nun durch
Fortsetzung von §, auf I konstruiert. Die Art der Fortsetzung richtet sich
nach der Ausartung und Vielfachheit von x als Knoten von s.

(A) Zunidchst werden die Fille betrachtet, in denen s|[x,_,, x]
regulir ist. Da dann [x,,_, , x] kein inneres Ausartungsintervall von s ist, gilt
P =p — Vi(x,s). Ferner ist x ein reguldrer oder rechts ausgearteter Knoten
von s.

1. FirveN mit x + 1/v < B wird s, definiert durch

s() = §(), tel
2
=§@), 1€l

wobei §, entsprechend dem Knotentyp von x zu wihlen ist und durch Inter-

polation gemi Lemma 10 gewonnen wird. Die jeweils von §, zu erfiillenden
Bedingungen sind:

(a) Falls x ein reguldrer einfacher Knoten von s ist:
§v € S'n(x3 B)’ (3)
0 =%, 0<j<n, @

7B = s"B). ®)
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(b) Falls x ein reguldrer zweifacher Knoten von s ist:
§, €8x, x + 1/v, ), (©6)

§$M(x + 1) = 5"(x + 1) 0]
sowie (4), (5).

(c) Falls x ein reguldrer dreifacher Knoten von s ist:
§, € Sulx, x + 1/2v), x + 1/v, B),
870 + 1(29) = (e 9" ®)
sowie (4), (5), (7); die Konstante ¢ in (8) sei durch

S(x-) — =) = [/ @[5 - WG] (9)

festgelegt.
(d) Falls x ein rechts ausgearteter einfacher Knoten von s ist:
8B = Ay (10)
sowie (3), (4).

(¢) Falls x ein rechts ausgearteter zweifacher Knoten von s ist:
EM0 4 1) = (e )™ (1D
sowie (4), (6), (10); die Konstante ¢ in (11) sei durch
SEDG) — 57D (x—) = (efm)[B — x + sWEMT] (12)

festgelegt.

In allen Fillen gewihrleistet Lemma 10 die eindeutige Losbarkeit der
Interpolationsaufgaben. Man beachte dabei, daB die Konstante ¢ in den
Fillen (c) und (e) jeweils positiv ist, da wegen der Konvexitdt von s»~2 in
einem Knoten 1. Art stets s®*(x—) < s V(x-1-) gilt.

Die gemil (2) gebildeten Splines s, besitzen in x aufgrund der AnschluB3-
bedingung (4) einen reguldren einfachen (oder “zuféllig” keinen) Knoten. Die
Teilfunktionen §, und §, haben ebenfalls nur solche Knoten. In ailen Fillen
besitzt s, hochstens ¥ (x, s) Knoten mehr als §,, d.h. ord(s,) < p + V(x, s) =
p. Insgesamt ergibt sich daher {s5,} C S,,(7). Es geniigt zu zeigen, daB eine
Teilfoge von {s,} gleichmiBig gegen s konvergiert.

2. Sei ze(xu_1,x). Dann gilt ord(s§ |[«, z]) = ord(§) = B, und die
Folge {§,} konvergiert in [«, z] erst recht gleichmifBig gegen § Aus dem
Beweis zu Satz 1 ergibt sich daher ord(s, |[«, z]) = p fiir fast alle v. Mithin
besitzen fast alle §, genau p Knoten, und diese liegen in [«, z]. Man kann

640/23/3-4
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daher in {z, x] Lemma 7(b) anwenden, welches zusammen mit (4) die Be-
ziehung

lim §$9(x) = lim §$9(x) = s¥(x—), 0<j<n, 13)

liefert.

Nun wird gezeigt, daB die Folge {§»-V(8) — §»-1(x)} konvergiert. Sei
dazu x z.B. ein rechts ausgearteter zweifacher Knoten von s. Aus (4), (10),
(11) und Lemma 11 folgt:

§78) — ")
— [A‘Sn-—l)(ﬁ) _ §§n~])(x + 1/V)] + [§|fn-—1)(x + l/ll) _ §§n—l)(x)]

= ,B_______lﬂ z (c - vyin (_1-) e

1 .
+ z ~(n)(x)3/(n+1)(c )(n+1——J) /n.

v-'n

Hieran kann die Konvergenz unter Benutzung von (13) unmittelbar nach-
gepriift werden. Sinngemifl geht man vor, wenn in x einer der iibrigen
Knotentypen vorliegt.

Wegen (13) konvergiert mit {§{»1(8) — §»V(x)} auch die Folge {§*-1(8)}.
Wegen der Monotonie von §»—1 mul also die Folge {|| §»1 ||} beschriankt
sein. Wegen (13) gilt dies dann auch fiir die Folgen {|| §, |7} und {| £ [l;}. Man
kann daher ohne Einschrinkung die Konvergenz der Folge {§,} und damit
auch die der Folge {s,} annehmen. Sei § =1lim §,, s* =lims,. Es gilt
§e R (), da § keinen Knoten haben kann. Nach Induktionsvoraussetzung
hat man

sk I=s5=3sI (14)

I

zu zeigen bleibt

~

§

Il

(15)

3. Sei s auch in I regulir, z.B. sei x ein regulirer zweifacher Knoten
von s. Aus (5) bzw. (7) folgt dann lim §*{B) = s*}(B) > 0 bzw. lim §™
(x + (1/»)) = s»(x+) > 0. Nach Lemma 7(c) ist also auch § regulir.
AuBerdem gilt

N

g = s | ], (16)

da §m — sm | T identisch verschwindet oder hochstens eine Nullstelle
besitzt. Ahnlich ergibt sich (16) auch, wenn x ein regulirer ein-oder drei-
facher Knoten von s ist.
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Ist andererseits s in I ausgeartet, so folgt aus (10) und Lemma 7(d), daB
auch § ausgeartet ist. Insbesondere ist wieder (16) erfiillt.
Wegen s, s* € C*¥I) und (14) gilt neben (16) ferner

§9(x) = s*(x4+) = sV (x+), 0<j<<n—2 an
Es geniigt also nun,
§n-U(x) = st»—U(x+) (18)

zu zeigen, denn (15) wiirde aus (16), (17), (18) und der Eindeutigkeitsaussage
von Lemma 10 folgen.

Zum Nachweis von (18) wird zundchst der Fall s |[x,,_; , 8] € C* x,,_1 , B]
betrachtet. Ist x etwa ein rechts ausgearteter einfacher Knoten von s, so muf
x wegen (14) und (16) auch ein rechts ausgearteter Knoten von s* sein. Aus
Lemma 9(b) folgt weiter V(x, s*¥) << 1. Also ist x auch ein rechts ausge-
arteter einfacher Knoten von s* d.h. es gilt auch s* |[x,_,Ble C*?
[xm—l H B]

Zusammen mit (14) erhidlt man hieraus (18). Analog ergibt sich (18), wenn x
ein reguldrer ein- oder zweifacher Knoten von s ist.

Nun sei x ein Knoten 1. Art von s, etwa ein reguldrer dreifacher Knoten.
Mit (4), (7), (8), (13) sowie den Lemmata 7(b) und 11 ergibt sich

g-‘(n—l)(x) —_ s('n—l)(x__)
= Im[§" V(x + 1jp) — 7 V(x))
= im[§"Px + 1/») — 8" Vx + 1/(2)]

+ Em[E"x + 1/2v) — £ 2]
= lim 211”1 ].;1 (c - v)i/m sm(x 4 1/p)nti=i/in+1)
& Ly il (n+1-9) /n
+ th Y i) (c -yt

i=1

— _25_ [5(x /4D | glm(x — JLAn+D],
n

Wegen (9) hat man daher
§n—1(x) — s-D(x—) = str-D(x4) — sr-D(x—),

Hieraus folgt (18).
In 4dhnlicher Weise erhdlt man (18) auch, wenn x ein rechts ausgearteter
zweifacher Knoten von s ist.
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(B) Nun werden die Fille betrachtet, in denen [x,,_; , x] ein inneres
Ausartungsintervall von s ist:

s ‘[xm—l H x] € "B’n—l ’ Xm—1 > o

Dann ist x ein links oder beidseitig ausgearteter Knoten von s, und fiir die
Ordnungen von §und s gilt: p =p — V(x, s) — 1.

Es sei X der Mittelpunkt von [x,,_;, x] und ¢, = §*(X)V/+1, Wiederum
liegen in jedem Intervall der Form [x,,_; + §, x] die Knoten von héchstens
endlich vielen §,. Mit Lemma 7(c) und (d) erhélt man dann (evtl. erst nach
Auswahl einer Teilfolge) lim ¢, = 0 und

lim $9%%) = s9%), 0<j<n (19)

Fir alle ve N, v < v, wobei x + ¢, < 8 fir alle v > v, , wird s, nunmehr
definiert durch

st) = §.1), te[o, X]
= fv(t): te [55’ ﬁ];

dabei ist §, entsprechend dem Knotentyp von x zu wihlen und wird durch
Interpolation gemidB Lemma 10 gewonnen. Die jeweils von §, zu erfiillenden
Bedingungen sind:

(a) Falls x ein links ausgearteter einfacher Knoten von s ist:
§, € Su(X, x, B, (20)
S® =5, o0<j<n, @
570 = s7eh),
5B = s"B). (22)
(b) Falls x ein beidseitig ausgearteter einfacher Knoten von s ist:

§5n)(x) — (c/ev)(n+1)/n,
(23)
f,,(")(ﬁ) — e;¢+1

sowie (20), (21); die Konstante ¢ in (23) sei durch

s D(x4) — s P (x—) = (c/n)(B — X)
festgelegt.
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(c) Falls x ein links ausgearteter zweifacher Knoten von s ist:
§,eSyX x,x +¢,P),
670+ &) = s"(x 4 ¢)
sowie (21), (22), (23); die Konstante ¢ in (23) sei dabei durch
sU(x4) — sD(x—) = (¢/n)[s™ (x4 /D + x — X]

festgelegt.

Der weitere Beweis verlduft dhnlich wie in (A): Die obigen Interpolations-
aufgaben sind eindeutig 16sbar und die Folge {s,} gehort zu S, (1); wie in (A)2.
erkennt man, daB ohne Einschrinkung ihre Konvergenz angenommen
werden kann. Sei wieder s* = lim s, . Wegen lim §"(X) = s)(x) = 0 folgt
aus Lemma 9(b) zunichst s* |[x,,_; , x] € P,_; ; beachtet man noch (19) und
(21), so ergibt sich s* = s in [x,,_; , x] und daher s* = s in I. Mit denselben
Methoden wie in (A) 3. und 4. zeigt man sodann s* = sin /.

(C) Die Behandlung des einzig iibrig gebliebenen Falles, ndmlich daBl
[%n_1,x] ein am Rande gelegenes Ausartungsintervall von s ist, geschieht
durch sinngemidBle Anwendung der obigen Methoden. J

3. DIFFERENZIERBARE BESTE APPROXIMATIONEN IN Sy.(1)

Splines aus S,,(/) sind i.a. nur stetig. Man fragt deshalb nach Funktionen
fe C(l), die eine differenzierbare beste Approximation in S,,(I) besitzen.
Einfache Beispiele zeigen, daB dazu-—anders als bei polynomialen Splines
(vgl. [9)—die Differenzierbarkeit von f nicht geniigt (vgl. [71). Jedoch gilt:

SATZ 12. Zu jeder strikt konvexen Funktion fe CY(I) existiert eine strikt
konvexe beste Approximation in Sy, (I) N CYI).

Der Beweis stiitzt sich auf eine Reihe von Hilfssdtzen, mit deren Hilfe
Knicke und lineare Teilstiicke einer besten Approximation zu f in S, ()
lokal gegléttet und geringfiigig gekriitmmt werden kénnen, ohne die Approxi-

mationsgiite zu verschlechtern. Wegen seiner Linge mul3 auf [7] verwiesen
werden.

Eine Verschdrfung von Satz 12 ist nicht mdglich:

Sarz 13. Ist k = 2, so gibt es eine strikt konvexe Funktion f€ C=(I), die
keine beste Approximation in Sy (I) hat.

Dies zeigt man dhnlich wie Theorem 3.8 in [9].
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